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A:t'bej ll s ullvnlg 3. 

S tatis ke IH'obleme:t' i montngebyggel'i. 

ICONCEN:PREREDE BELASI1NINGER P Å BJÆLICER MED 

REKTA~TGULÆRT, KONSI1A~TT TVÆRSNIT 

Af 

nent Højlullcl ltas mussell o~ n :ai N Olluues en 
( ';.,; liuf/eulø,.e ,· 



I montagebyggeri er elet ofte ønskeligt at kunne tillade store lejetryk 
ved oplægning af elementer på hinanden. 

Ved fastsættelsen af det tilladelige lejetryk har det interesse at kende 
spændingstilstanden i omegnen af lejefladen. 

Denne publikation, som er en del af udvalgets arbejde i årene 1954 
-1957, er et forsøg på at opstille en metode til beregnillg af denne 
spændings ti Is tand. 

:I: 

Delle arbejde er publicel"Cl i samarbejde med Dansk Selskab fOl" Byg
llillgsslatik og OffClltliggjOl"l i Bygnillgsslaliske Meddelelsel", 1956, side 

199-238. 

BlANCO LUNDS nOGTHYKKERl Ajs, KOBENHAVN 



Indledning. 

KONCENTREREDE BELASTNINGER PA BJÆLKER 

MED REKTANGULÆRT, KONSTANT TVÆRSNIT 

Af 
BENT HØJLUNO RASMUSSEN og KAI NO~IMESEN 

UDl{ 624.072.2 

Ved beregningen af sp ændingerne i bj ælker m ed rektangulært, k on 
stant tværsnit benytter man, som bekendt, i almindelighed den simple 
bjælketeori, idet man sætter normalspændingen: 

(1) 

og forskydningsspændingen : 

(2) 

hvor c er tværsnittets halve højde. 
Forskellen mellem denne simple løsning og den nøjagtige løsning 

efter elasticitetsteorien er meget ringe, når belastningsintensiteten på 
bjælken er lille i forhold til spændingerne (Jx og .xy, og når det be
tragtede punkt ligger tilstrækkeligt langt fra bjælkens ender (hvilket i 
praksis vil sige i en afstand omtrent lig bjælkehøjden). 

Dersom disse forudsætninger ikke er opfyldt, kan (Jx og .xy imidler
tid afvige ret stærkt fra de ved (1) og (2) beregnede størrelser, og (Jy, 

normalspændingen i et vandret snit, som normalt anses for at være 
forsvindende, kan få en betydelig indflydelse på spændingstilstanden. 

Således kan f. eks. spændingstilstanden i omegnen af bjælkens leje
flader ikke bestemmes ved hjælp af (1) og (2), da i almindelighed 
ingen af de to ovenfor omtalte forudsætninger er til stede. 

En nøj agtig bestemmelse af spændinger (og deformationer) efter 
elasticitetsteorien er i næsten alle tilfælde uigennemførlig, OlU end den 
må formodes at have praktisk betydning ved dimensionering af jern
betonbjælker, da betonen, navnlig når den er under trækspændinger, 
nærmest opfører sig elastisk helt op imod brud. 

I det følgende er der gjort forsøg på at opstille en tilnærmelsesmetode, 
der uden at være alt for indviklet tager rimeligt hensyn til den måde, 
på hvilken belastningen overføres til bjælken, og der er gennemregnet 
et par eksempler, for hvilke man i forvejen, eksakt eller tilnærmet, 
kender løsningen. 
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Den betragtede bjælke er vist på fig. 1. Den har bredden 1 og høj
den 2 c, og vi indlægger et koordinatsystem med x-aksen beliggende 
midt i bjælken parallelt med bjælkens længderetning og med y-aksen 
pegende lodret nedad. 

Vi tænker os foreløbig, at det betragtede punkt ligger langt fra bjæl
kens endeflader, og at bjælken på over- og undersiden er belastet med 
de viste normale og tangentielle belastningsintensiteter ao (x), au (x), 
To (x) og Tll (x), medens side- og endeflader er ubelastede. 

ao (x) o. s. v. antages at være jævnt fordelte over bjælkebredden, så
ledes at spændingstilstanden er todimensional. 

Spændingerne skal nu først og fremmest tilfredsstille ligevægtsbetin
gelserne : 

r 
oax OTXY o ~+-

(3) 
ox oy 

l oay OTxy o ~+-
oy ox 

der umiddelhart kan aflæses af fig. 2, af hvilken fortegnsdefinitionerne 
for spændingerne også fremgår. 

Det bemærkes, at vi ved opstillingen af (3) har set bort fra masse
kræfterne, der for slanke bjælker som regel er forsvindende. 

Endvidere skal de opfylde randbetingelserne ved bjælkens over- og 
underside: 

(4) l
-J ao (x) for y = - c 

ay - t au (x) for y = c 

{

To (x) for y = - C 
Txy = 

Tu (x) for y = c 

hvis rigtighed kan indses ved at sammenligne fig. 1 og 2. 
Randbetingelserne ved bjælkeenderne vil vi foreløbig lade ude af 

betragtning. 
Ganske uafhængigt af, om vi vil finde spændingerne efter elastici

tetsteorien, plasticitetsteorien eller en anden forudsætning om samhørig
heden mellem spændinger og deformationer, må spændingerne ube
tinget tilfredsstille ligningerne (3) og (4). 

Endvidere må deformationerne i alle tilfælde tilfredsstille den geome
triske betingelse: 

(se f. eks. [1], side 22, formel 21), der er nødvendig, for at kontinuite- ax 

ten i legemet skal bevares. 
Dersom vi nu forudsætter gyldigheden af Hooke's lov, kan den 

geometriske betingelse, idet vi yderligere benytter (3), bringes på for
men: 

(5) 

Blandt alle de spændingstilstande, del' tilfredsstiller (3) og (4), og 
som således er teoretisk mulige ved en passende afhængighed mellem 
spændinger og deformationer, findes der een og kun een, der tilfreds
stiller (5). Dette er den nøjagtige løsning efter elasticitetsteorien. 

2 

Opstilling af differentiallig
ningerne til bestemmelse af 
spændingerne. 

1 .r = ~ . (' 

TU (.l:) 

Fig. 1. Den ved udviklingen af formlerne 
(1)-(19) betragtede bjælke. 

The beam considered by Ihe developmenl 

o{ Ihe formulae (1) Io (19). 

Txy 

Tyx 

L----=+==i.~bTYZ 
Tyx+ JY 

O<!y 
ay+ TY 

Fig. 2. Element af bjælken på fig. 1. Af 
figuren fremgår fortegnsdefinitionerne for 

spændingerne. 

Elemenl af beam shawn an fig. 1. Sign con

vention for stresses appears from Ihis figure. 
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Opstilling af en tilnæl'melses
metode, der blot tilfredsstiller 
ligevægtsbetingelseme og mnd
betingelseme for y =. ± c. 

Vi vender nu tilbage til bjælken på fig. 1 og begynder med at finde 
snitkræfterne i snittet x konstant> O, idet vi tænker os snitkræfterne 
No, To og Mo for x = O bekendte. 

Vi finder umiddelbart: 

N = ~: [io (z) - iu (z)] d z + No 

(6) 1'== r [0'0 (z) - O'tt (z)] d z + To ,o 

M= ~: [(0'0 (z)-O'u (z»(X-Z)-(io(Z)+ i u (z» e] dz+Mo + Tox. 

Vi får i det følgende brug for de afledede af disse snitkræfter efter 
x, eller rettere sagt efter ~, idet vi for at få bekvemmere formler ind
fører de nye, dimensionsløse, uafhængige variable ~ og 1) ved hjælp 
af overgangsformlerne : 

(7) y = 1)e. 

Herefter finder vi ved al diflerentiere (G): 

(8) 

dN 
e - = (io - itt) e 

dx 

dl' dl' 
._- = e - = (0'0 - O'u) e 
d~ dx 

1 
dM dM 
-- = e --- = Te - (io + iu) e2 

d~ dx 

I d~{ d 
- = (0'0 - O'u) e2 - (io + iu) e2 

d~2 d~ 

Tilnærnlelsesløsningen O'lx, O'ly og ilxy fremkommer nu ved, at vi for
udsætter O' x lineært varierende, eller med andre ord sætter O'l x lig O'x 
ifølge (1). 

Herefter kan ilxy og O'ly bestemmes entydigt ved hjælp af (3) og (4). 

(9) 
N 3M 

O'lx = 2 e + 2 e2 1). 

Ved hjælp af (8) finder vi: 

oalx 1 
-- = - (io - iu) + 
o~ 2 

1 131' 
(1 - 31) io -- (1 + 3 1) itt + -1). 

2 2 2 e 

Nu er ifølge (3) og (7): 

OilXY 00'1 x 

01) o~ . 

3 
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Dersom vi integrerer og finder integrationskonstanten ved f. eks. at 
forlange -Cxy = -Co for 17 = - 1, får vi automatisk opfyldt randbetin
geIsen -CXy = -Ctt for 17 = 1, da vort udtryk (9) for 0'1 x opfylder lige
vægtsbetingelsen for snittet som helhed. 

Vi finder: 

(10) 
1 1 

-Clxy = - - (1 + 217 - 3 172) -Co + - (- 1 + 217 + 3 172)-cn 
4 4 

3 T + - (1 - 172) - . 
4 c 

Ved hjælp af (8) finder VI: 

t5-CIXy 1 d-co 
__ o = - - (1 + 2 17 - 3 172) -
t5~ 4 d~ 

1 d -cn 3 + - (- 1 + 21] + 3 172) - + - (1 - 172) (0'0 - O'n) 
4 d~ 4 

Nu er iflg. (3) og (7): 

150'1 y t5-Clx y 

1517 t5~ 

hvilket i forbi ndelse med (4) entYlligt bestemmer O'ly SOllI 

1 d -Co 1 d-c·1t 
(11 ) 0'1 Y = - (- 1 + 17 + 17 2 - 173) - + - (1 + 17 - 172 - 173) 

4 d~ 4 d~ 

1 1 + - (2 - 3 17 + 173) 0'0 + - (2 + 3 17 - 173) O'tt 
4 4 

Spændingerne 0'1 x, -Clxy og 0'1 y tilfredsstiller nu ligevægtsbetingelserne 
og randbetingelserne i ethvert punkt af bjælken undtagen evt. ved 
enderne, og de falder i øvrigt sammen med spændingerne O'x og -Cxy 

ifølge (1) og (2), dersom belastningerne 0'0 etc. er lig med nul i om
egnen af det betragtede tværsnit. 

Der vil derfor være grund til at håbe, at løsningen er nogenlunde 
rigtig, dersom belastningerne 0'0 etc. er moderate i forhold til spæn
dingerne O'lx etc. 

l de senere afsnit er gennemregnet nogle eksempler til belysning af 
dette forhold. 

For at undersøge, om løsningen cvt. er den rigtige efter elasticitets
teorien, danner vi jfr. (5) udtrykket 



F 

Forbedring af tilnær
l1wlsesløsningen. 

KONCENTREREDE llELASTNINGEH p,\. llJÆLKER MED REKTANGULÆ HT TVÆHSNIT 

å2al y 1 cl 7:0 1 d 7:'It 

å172 = "2 (1 - 3 1]) di - "2 (1 + 3 17) df 

3 
+ "2 17 (ao - an) 

1 [{2 au + - (2 + 3 17 - 173) ~ 
4 d~2 

(12) [:;2 + å~;2] (aIX + alY) = 317 (ao - au) 

1 ~~ 1 ~~ + - (2 - 3 17 + 173) ~ + - (2 + 3 17 - 173) ~ 
4 d~ 4 d~ 

d 7:0 d7:u + (1 - 317) - - (1 + 3 17) -
d~ d~ 

Vor løsning er med andre ord helt rigtig, når 7:0 og 7:u er konstanle 
og ao = an = O. 

:1: ::: 

Vi vil prøve at forbedre løsningen aIx etc. vcd en korrektion a2x 
etc., der 

1) opfylder ligevægtsligningcrne (3), 
2) ikke giver noget bidrag til de allerede tilfredsstillede randbetingel

ser (4), 
3) såvidt muligt sammen med al x etc. tilfredsstiller (5). 

For simpelheds skyld sættcr vi ao = 7:0 = O, idet vi i givet fald let 
vil kunne finde korrektionen for en bjælke, der er belastet på over
siden, på lignende måde som nedenfor benyttet ved en bjælke, der el' 
belastet på undersiden. 

Som korrektion vælger vi udtryk af typen: 

2...; i;att(i) + 2...; gi7:n(i+l) l 
:::: T::: =-~ ~:::: : :: + ~ ::::::::: J 

(13) 

I = 0,2,4 .. . .... . 

Her er ti og g., funktioner af 17 alene, og prikkerne angiver diffe
rentiationer m.ed hensyn til 17. 

diau (') af;) betyder --o og analogt for 7:1: • 
d~~ 

5 
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Vi ser umiddelbart ved prøve, at det til enhver værdi af i svarende 
biclTag til 0'2 x etc. tilfredsstiller ligevægtsligningerne (3), og at det ikke 
får nogen indflydelse på randbetingelserne (4), dersom vi sætter: 

(16) 

Nu er: 

[;;2 + <5~~j (0'2X + 0'2Y) = 2: AO'l~i) + 2 2: j;O'u(i+2) 

+ "'1'.0'(i+4) + "'g''':r(i+l) + 2 "'g".r(i+3) + "'g.r(i+5) = 
L..., h 1~ L..., t U L..., t 1~ L..., 'I 1~ 

Ved at sammenholde denne ligning med (12), hvori vi har indsat 
0'0 = ro = 0, scr vi, at betingelsen 

medfører: 

(17) 

(18) 

to= 317 
.... 1 .. 
t2 = - 4. (2 + 3 17 - 173) - 2 to 

.... .. 
ti+4 = -ti- 2 ti+2 

! 
'jj'o=1+317 

'gz = -l (1 + 17 - 172 - 173) - 2 go 

'gi +4 = - gi - 2 gi+ 2. 

Ved hjælp af differentialligningerne (17) og (18) og randbetingel
serne (16) kan funktionerne ti og gi uden principielle vanskeligheder 
bestemmes successivt. 

I skema 1 er opført ti og gi sammen med de afledede til og med 

K og 'gi for i = 0, 2, 4 og 6. Endvidere er her angivet funktionsvær
dierne for 17 = ± 1, d. v. s. ved bjælkens over- og underside. 

Dersom vi i ligningerne (13) til (15) medtager alle funktionerne 
to, t2 ...... ti, forsvinder bidraget til (5) fra au og alle de afledede 
af au til og med O'u(i), og dersom vi medtager alle funktionerne go, 
g2 ...... gi, forsvinder bidraget fra ru (1) og alle de afledede af rl~ til 
og med rl~ (i + 1). 

På denne måde kan vi finde den helt nøjagtige løsning, dersom au 
og ru er polynomier i ~ (d. v. s. x). 

Dette er tidligere gjort af MesnageI' [2], som har vist, at en række 
todimensionale problemer kan løses ved at vælge en spændingsfunk
tion ø (x, y), der er et polynomium i x og y og tillige tilfredsstiller 
ligningen: 

å4Ø <54ø <54ø - + 2 ~---- + ~ = O. 
å x 4 <5 x 2 <5 y2 <5 y4 
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Dersom man nu sætter: 

<Jx = ay = ox2 

02(]J 
og Txy = - ox Og 

villigevægtsbetingelserne (3) og den geometriske betingelse ('5) være 
identisk tilfredsstillede. 

Randbetingelserne (4) kan ved passende valg af koefficienterne i 
(]J opfyldes, dersom belastningen er polynomier i x. 

Den ovenfor beskrevne metode har interesse ved at være et over
ordentligt simpelt middel til bestemmelse af koefficienterne i spæn
dingsfunktionen, idet denne dog ikke eksplicit opstilles. 

Ved belastninger, der med tilstrækkelig god tilnærmelse kan »efter
lignes« med polynomier i x, må man forvente at kunne finde gode 
tilnærmelser ved den angivne metode, og det må ved tilnærmelses
beregning anses for en fordel, at den resulterende løsning, således 
som her, er delt op i en række bidrag, der hver for sig opfylder lige
vægtsbetil1gelser og rand betingelser . 

Dersom belastningen virker på bjælkens overside, kan korrektionen 
til aix etc. stadig findes af ligningerne (13) til (15), idet indeks u blot 
rettes til indeks 0, og idet funktionerne fi og gi, jfr. ligning (12) og det 

ovenfor opstillede udtryk 
differentialligningerne: 

for l~ + ~j (a2X + a2Y), bestemmes af 
0~2 01)2 

(17 a) 

(18a) 

fo=- 311 

.... 1 .. 
12 = - - (2 - 3 li + 113) - 2 fo 

4 

'go = -1 + 3 1) 

1 
'g2 = - (1 - 1) - 1)2 + 1)3) - 2 go 

4 

medens randbetingelserne (16) stadig gælder. 
Kalder vi de af (17 a) og (18a) bestemte funktioner for fio og gio, 

og de af (17) og (18) bestemte for fitt og gitt, ser vi direkte, at fio og 

gio kan bestemmes ved: 

(19) { 
fio (li) = 

gio (1) = - gitt (- 1) 

hvorefter skema 1 også kan benyttes, når belastningen virker på 
bjælkens overside. 

7 
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Ved koncentrerede belastninger kan den her beskrevne fren'lgangs
måde ikke direkte bcnyttes; men man må gå en omvej, som første 
gang er benyttet af G. G. Slokes ved undersøgelsen af spændingerne i 
en rektangulær bjælke i et lodret snit under en cnkeltkraft [3]. 

Udgangspunktet er den af Fla/11ant angivne meget simple løsning 
for en koncentreret belastning P på randen af en halvuendelig skive 
med tykkelsen 1 [4]. 

Løsningen lyder med betegnelserne på fig. 3: 

(20) 

1 

2 P cos ep 
(fr = ---

n l' 

(fe = L,·S = O. 

Dersom nu en bjælke er belastet med en enkeJtkraft, eller retterc 
sagt en liniebelastning vinkclret på bjælkens plan, kan man finde de 
resulterendc spændinger ved først at tildele den spændingerne (20) 
og dercfter tilføje en belastning, dcr er lig men modsat rettet de spæn
di nger, som man findcr langs un d crsidcn og d c to endcIT adcr e ft cr (20). 
Spændingernc i bjælkcn fra sids tnævnte belas tni ng kan med første til
nærmelse bercgnes efter de simple formler (9), (10) og (11) fol' (flx 

etc. Dette fører i det ovenfor omtalte tilfælde til sanune løsning fol' (fx, 

som angivct af Slokes, og løsningen el' i det hele taget, jfr. det senere 
gcnnemregnede eksempel 1, temmelig nær ved den rigtige (angivet af 
F. Seewalcl [5 j), hvilket også kunne forventes i betragtning af, 

1) at løsningcn nærmer sig den rigtige i den umiddelbare omegn af 
enkeltkraften, hvor spændingerne (20) el' alt overvejende, 

2) at løsningen nærmcr sig den rigtige i punkter, der ligger så langt 
(ca . bjælkehøjden) fra enkeltkraften, at (fx variercr lineært i 17, 

således som forudsat, 
3) at ligevægtsbetingelsernc er identisk opfyldt i ethvert punkt af 

bjælken. 

Det viser sig j [r. eksempel 1, at et forsøg på at forbedre tilnærmel
sen ved hjælp af korrektionerne (f2x etc. efter formlerne (13), (14) og 
(15) ikke førcr til det ønskede resultat, idet de aITedede af belast
ningerne ikke aftagcr tilstrækkeligt hurtigt. 

At det af Timoshen/w angivne forløb af (fx i snittet under en lodret 
enkeltkraft ( [1], side 97) stemmer nogct bedrc med den nøjagtige løs
ning end Stolt'es' løsning, fordi han hal' medtaget den til fo svarende 
korrektion, må således betegnes som en tilfældighed. 

Den simple løsning stemmer imidlertid for lodret bclastning så godt 
med Seewolds løsning, navnlig i det lille område med de store spæn
dinger, at den uden tvivl vil gøre udmærket fyldest ved en undersøgelse 
af brudrisikoen i omegnen af et punkt eller et område med koncen
trerede belastninger, og det ligger da nær at antage, at den også vil 
kunnc bruges ved skrå eller vandrette belastninger, for hvilIce del', 
såvidt forfatterne bekendt, ikke kendes nogen nøjagtig løsning. 

Dersom bjælken ikke el' belastet med en enkeltkraft, men med en 
koncentreret belastning på et lille område, kan spændingerne i det 
halvuendeligc rum findes vcd integration af de simple spændinger 
(20), og spændingernc fra de belastningcl', der må tilføjes langs ran
denc fol' at genskabe den oprindelige belastning på bjælken, kan atter 
beregnes efter de simple formler (9), (10) og (11). 

Anvendelse af tilnæ1'1nelsesløs
ningen ved lconcent1'e1'ecle be
lastninger. 

/ ' 

Fig. 3. Ved behandlingen af koncentre
rede belastninger Cl' udgangspunktel 
Flamanls losning (20) fol' en konccn
trcret belastning P på randen af rn 

halvucndelig skive. 

Wilen rO/lsidcring concenlraled loads l/IC 

firsl slep o{ lile cct/cl/lation is based LllJon 

Flamanl 's {orT/wla (20) {Ol' a line load I' 

on lile alge o{ a semi - infinile dis/c 



KONCENTREREDE BELASTNINGER PÅ BJÆLKER MED REKTANGULÆRT TVÆRSi\'1T 

Belastninger, del' virker i nær
heden af bjælkens endeflader. 

Andre belastningstilfælde. 

Vi har hidtil set bort fra randbetingelserne ved bjælkens endeflader 
og forudsat, at de betragtede punkter lå så langt fra disse, at disse 
randbetingelser ikke havde nogen indflydelse på spændingstilstanden. 

Dersom dette ikke er tilfældet, kan man opdele beregningen i to 
tempi, idet man først tænker sig bjælken forlænget så meget (frit 
udkraget), at vederlaget ligger langt fra enden af den tænkte bjælke. 
Dernæst skæres den tænkte forlængelse bort, og de spændinger, der 
derved frigøres, påføres bjælkeenden som en ydre belastning. 

Dette belastningstilfælde er indgående, omend tilnærmet, behandlet 
af Y. Guyon [6], der har opstillet tabeller for de spændinger, der for
årsages af en enkeltkraft, virkende såvel vinkelret på som parallelt 
med endefladen og med angrebspunkt i en række forskellige punkter 
af denne. Ved hjælp af disse tabeller kan virkningen af en vilkårlig 
belastning findes ved numerisk integration. 

Principielt kan spændingerne fra en belastning på endefladen også 
findes ved at kombinere Flamallls løsning for det halvuendelige rum 
med en bestemmelse efter de ovenfor udviklede formler af de spæn
(linger, som forårsages af den belastning, der må tilføjes på bjælkens 
over- og underside for at genskabe den oprindelige belastning. 

Dette Cl' gjort i nedenstående eksempel :\. Da helastningen på hjæl
kens over- og underside er af sanllne type som ved en enkeltkraft 
inde på hjælken, viser det sig, at den simple løsning (jl x etc. er en ganske 
god tilnærmelse til den rigtige, og at løsningen ikke i praksis kan for
bedres ved korrektionerne (j2 x etc. 

:i: :i: 

Det kan vedrørende anvendelsesmulighederne for de udviklede 
formler oplyses, at de har været søgt benyttet ved bestemmelsen af 
spændingerne i grænsefladen mellem to plader med forskellige elasti
citetskoefficienter, når den ene plade udviste et lineært varierende 
svind i forhold til den anden. 

Ved den fælles rand optræder ret store spændingskoncentrationer, 
som det på grund af meget dårlig konvergens viste sig mnuligt at be
stemme ved en Fourieranalyse. 

Dersom man forudsætter gyldighed af Hookes lov, er det ikke van
skeligt ved hjælp af formlerne (9) til (11) og (13) til (15) at bestemme 
deformationerne af den nederste plades overside som funktioner af 
:11, N, T, (jo, (jo (2) etc. samt To(l), To(3) etc., og på tilsvarende måde kan 
deformationerne af den øverste plades underside bestemmes. 

Da nu (jo for den nederste plade er lig (ju for den øverste o. s. v., 
og da visse deformationer i grænsefladen er identiske for de to plader, 
er det muligt at opstille to sammenhørende differentialligninger af 
typen: 

.L; ([2 i (j(2i) + .L; b2 t T(2i + l) = e 

.L; C2i (j(2i) + .L; d2 i T(2i +]) = f. 

Her er Cl2i til d2i konstanter, medens e og f er lineære i x, og ved 
at medtage flere og flere led ved løsningen skulle tilnærmelsen blive 
bedre og bedre. 

Det viste sig imidlertid, at man ved denne fremgangsmåde fik bidrag 
til den homogene løsning, som ikke kunne være rigtige, f. eks. for 
i = 3 en ren sinusløsning, og metoden måtte opgives. 



BENT HØJLUND RASMUSSEN OG KAI NOMMESEN 

1-
p 

aJ 

bl 

ej 

'p 

u 

f' 

Statisk ækvivalent med: 

I ' 
p 

I 

aox, aoy og roxy 

aIx' aly og r lxy 

a 2x ' a 2!/ oq r 2x!/ 

L i' 'u = -si ll O ('0,'0 
7TC 

L I' au = - co,' O 
n c 

Fig. 4. Lodret enkeltkraft inde på bjælke. Den oprindelige belastning a) frem
kommer ved superposition af belastningstilfældene b) og c). 

Verlical poinl load on beam. l'he aclual load (fig. 4 a) is obla ined by sUflerflosing lhe 

loads ShOll1ll in figs. 4 b and 4 c. 

,------~ 
Som første eksempel skal behandles en lodret enkeltkraft på en 

bjælke, indspændt i den ene ende og fri i den anden, se fig. 4 a. Kraften 
forudsættes virkende ved bjælkens overside og inde på bjælken, d. v. s . 
i passende afstand fra dennes ender. 

Den til Plamanis løsning svarende påvirkning af bjælken el' sldt
seret på fig. 4b, hvor belastningen langs enclenacler og underside altså 
er lig med spændingerne i de tilsvarende snit i den halvuendelige skive. 
Plamants løsning kan, jfr. (20), med betegnelserne i fig. 4 a skrives: 

10 
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I{ONCENTREREDE BELASTNINGER PÅ BJÆLKER ~IED REKTA N GULÆRT TVÆRSNIT 

2P 2P 
O'ox = - - sin2 qJ COS qJ = - sin2 qJ cos2 qJ 

nJ' nc(l+'YJ) 

2P 2P 
0'0 Y = - - cos3 qJ = - cos4 qJ 

nJ' nc(1+17) 

2 p 2 P 
Toxy = - - sin qJ cos2 qJ = - sin qJ cos3 qJ. 

nJ' nc (1 + 'YJ) 

For at få de resulterende spændinger skal man til Flamanfs løsning 
addere de spændinger, man får i bjælken, når denne langs endeflader 
og underside tænkes påført den samme belastning som ovenfor, men 
modsat rettet, se fig . 4 c. Det sidstnævnte sæt spændinger beregnes 
ved hjælp af de ovenfor udviklede tilnærmelsesformler og betegnes i 
overensstemmelse hermed aIx + a2x, aly + a2y og Tl x y + T2xy. 

Vi vil indskrænke vore beregninger til et passende område fra 
kraftens angrebslinie og tilhøjre for denne. Da bjælken er indspændt 
i venstre ende og fri i h øjre, bliver d en elem entære bj ælketeoris sp æn
dinger lig med O i dette område. De beregnede resulterende spændinger 
bliver således d e tillæg til d e elem entær e, d er i almindelighed, d. v. s. 
også med andre understøtningsmåder, sammen m ed de elementære 
giver den særlige spændingsfordeling umiddelbart omkring enkelt
kraften. Idet disse tillægsspændinger betegnes Ll a x , Llay og LlTxy, haves 
altså: 

Idet vi herefter går over til bestemmelsen af aIx, aly og Tlxy samt 
a 2x , a2y og T2xy, haves jfr. fig. 4: 

p 
No = 

n 

ao = To = O 

1 
tg () = - ~ . 

2 

Heraf fås: 

P P 
1'0 = P - - = 

:2 2 

P 
- cos4 () 
nc 

d() 1 
- = - cos2 () d. v. s. 
d~ 2 

Pc 
Mo =- 

n 

P 
Tit = - sin () cos3 () 

nc 

dTit P cos2 () P 
-- = - (cos4 () - 3sin2 ()cos 2 ()) -- = -- (- 3cos4 () + 4cos 6 ()) 
d~ nc 2 2 nc 

11 



BENT HØJLUND RASMUSSEN OG RAl No~nIESEN 

(6) giver nu: 

p ~o p 2 c 
N = - - - sin IX eos3 IX • -- d IX 

n o nc eos2 
IX 

= ~ = CO 2_P sin IX cos IX d IX = ~ eos2 O 
n "0 n n 

p Co 2 P P (n ) T = - - ~ - eos2 IX cl IX = - - - O - sin O cos O . 
2 '0 n n 2 

Idet vi bemærker, at resultanten af all og ru i ethvert punkt er rettet 
mod enkeltkraftens angrebspunkt, kan momentet 111 derefter besten'l

mes uden ny integration: 

p·c 
111= 2tgO'c T-c N = ~[(n-20)tgO-sin20-1]. 

n 

Ved hjælp af formlerne (9), (10) og (11) kan vi nu umiddelharL 

opskrive udtrykkene for spændingerne al x, al y og rI xy: 

P 
a1x = -- [eos2 O + 3 ((n - 2 O) tg O - sin2 0- 1) 17] 

2 nc 

r1 xy = ~ r(~ (n - 2 O) - sin O eos3 O - 3 sin O cos O) 
4 nc l 2 

+ 2 sin O eos3 0'17 + 3 ( - ~ (n - 2 O) + sin O eos3 O 

+ sin O cos O) 172] 

P 
a1y = -- eos4 0[(5 - 4 sin2 O) + (7 - 4 sin2 O) 17 

8 nc 

- (1 - 4 sin2 O) 172 - (3 - 4 sin2 O) 173
]. 

Vi har nu for tillægsspændingerne fået bestemt et sæt tilnærmelses
værdier, der tilfredsstiller ligevægtsbetingelserne (3) og randbetingel
serne (4), men ikke den geometriske betingelse (5). 

Tilbage står, som ovenfor udviklet, at forbedre tilnærmelsen ved 

at medtage de højere afledede af a = au og r = ru. 

Vi har: 

nc 
- a = eos4 O 
p 

nc nc clr 
--r(l) = 
p P d~ 

nc 
-- r = sin O eos3 O 
p 

3 
- - eos4 O + 2 eos6 O. 

2 

Da det er de »lige« afledede af a (a(O), a(2) o. s. v.) og de »Ulige« 
afledede af r, der indgår i formlerne (13), (14) og (15), og da såvel 
a som r(l) er af formen eosn O og atter bliver det ved differentiation 
to gange, vil vi først opstille det almene udtryk for den 2. afledede af 

funktionen (/n = eosn O. 

12 
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dCln cos2 e n 
- = - n cosn- l e sin e ---- = - ~ cosn+l e sin e 
cl; 2 2 

d2(/n Il COS2 e 
-- = - ~ [cosn+ 2 e - (Il + 1) COsn e sin2 e]--
d;2 2 2 

Il 
= - [(Il + 1) cosn+ 2 e - (Il + 2) cosn+4 e]. 

4 

Vi har altså differentiations formlen : 

d2(/n Il 
- =~[(n+1)CIn+2-(Il+2)an+4]. 
d;2 4 

I det foreliggende tilfælde haves: 

nc 
-a=(/4 el.v.s. 
p 

nc 4 
- a(2) = ~ (5 (/6 - 6 as) = 5 (/6 - 6 (/s 
P 4 

d. v. s. 

nc o-f) (j·S 
- a(4) = --- (7 ((8 - 8 (tl0) - ~- (9 alO -- 10 (/12) 
p 4 4 

= 52,5 (/8 - 168 [/10 + 120 [/12. 

For ; = O, cl. v. s. e = O, får vi: 

nc 
- a = 1 
P 

nc 
- a(2) = 5 - 6 = - 1 
P 

nc 
- a(4) = 52,5 - 168 + 120 = 4,5. 
P 

Af differentiationsformlen ses endvidere umiddelbart, at vi for 

denne værdi af e har: 

nc 8 10 12 
-p- a(6) = -"4 52,5 + 4 168 - 4120 

= - 105 + 420 - 360 = 45. 

Tilsvarende haves: 

nc 3 
- 'i(l) = - ~ (/4 + 2 (/6 d. V. s. 
P 2 

nc 3·4 2·6 
- - 'i(3) = -- (5 (/6 - 6 (/s) + - (7 CIs - 8 (/10) 
p 2' 4 4 

15 
= - ~- CI6 + 30 ((s - 24 ((10 d. V. s. 

2 

nc 15· 6 30·8 
-- 'i(5) = - --- (7 (/s - 8 (/10) + - -- (9 ((10 - 10 CI12) 
p 2' 4 4 

24·10 
-~ -- (11 (/12 - 12 (/14) 

4 

-78,75 (/s + 630 CIlO-1260 (/12 + 720 (/14. 

13 



BENT HØJLUND HASMUSSEN OG KAI NOMMESEN 

For ~ = 0, d . v. s. e = 0, får vi: 

nc 3 
- "(l) = - - + 2 = 0,5 
P 2 

nc 15 
- "(3) = - - + 30 - 24 = - 1 5 
P 2 ' 

nc p "(5) = - 78,75 + 630 - 1260 + 720 = 11,25 

nc 8 10 12 14 
p "(7) ="4 78,75 -4 630 + 4 1260 -4 720 

= 157,5 - 1575 + 3780 - 2520 = - 157,5. 

Idet vi indskrænker os ti l at betragte a x i snittet ~ = 0, giver forme l 
(13): 

nc .... .. .. 
p a2x = ro - /'2 + 4,,5 r4 - 45 rG . , , , , , , , 

+ 0,5 go - 1,5 g2 + 11,25 g4 - 157,5 g6 ' , , , , . , , 
Størrelserne lo, 1'2 o.s ,v. er opført i skema 1. 

For 17 = ° får vi således: 

nc p a2x = 0 - 0,08333 + 4,5 '0,01945 - 45 '0,00123 , , .. . . , . 

- 0,5'0,16667 + 1,5 ' 0,00139 + 11,25'0,00608 

- 157,5 ' 0,00128 , . , , , . , , 

= 0 - 0,0833 + 0,0875 - 0,0553 , , , , , , . , 

- 0,0833 + 0,0021 + 0,0684 - 0,2016 , . , , , , , . 

Det ses, at konvergensen er dårlig, idet vi for i = 0, 2, 4 og 6 får: 

nc 
- a2x = - 00833 - ° 1645 - ° 0086 og - 0,2655 . P' "", 

For 17 = 1 haves: 

nc pa2X = 0,20000 + 0,198 10 - 4,5 '0,02436 - 45 '0,00046. , . , , , , . 

+ 0,5 ' 0,53333 + 1,5 '0,02031 - 11,25' 0,01083 

+ 157,5 '0,00138 , . , , . , , , 

= 0,2000 + 0,1981 - 0,1097 - 0,0207 

+ 0,2667 + 0,0305 - 0,1219 + 0,2175 . , , . , . . . 

For i = 0, 2, 4 og 6 får vi altså: 

nc p a2x = 0,4667, 0,6953, 0,4637 og 0,6605. 

Udfaldet er som for 17 = 0, rækken konvergerer ikke. 

14 
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JWNCENTREREDE BELASTNINGER PÅ BJÆLKER i\JED REKTANGULÆRT TVÆHSNIT 

~ __ L-_-I _____ -,l .l· = ! ' t.' 

ae 6e 

Fig. 5. Simpelt understottet bjælke bela
stet på midten med en lodret enkeltkraft. 

Simply supporled bea m loaded by point 

load al midspan. 

Resultatet af ovenstående er altså, at vi i det foreliggende tilfælde 
ikke ad denne vej kan forbedre de først udregnede tilnærmelsesværdier. 

I tabeller for forskellige værdier af ~ og 'I} opført spændingerne 
aox, aOy, iOxy, aIx, aly og ilxy (mærket henholdsvis O og 1) samt 
tillægsspændingerne Llax = aox + aIx, Llay = aOy + al y og Llixy = 
iOxy + ilxy (mærket LI). I samme tabel er opført de af F. SeeLuald 
angivne værdier for Llax , Llay og Llixy (mærket S). I tabellen er spæn
dingerne kun opført for positive værdier af ~. Når der skiftes fortegn 
på samtlige i xy-værdier, gælder tabellen imidlertid uforandret for nega

tive værdier af ~ . 

N år m.an forsøgsmæssigt ønsker at bestemme en spændings fordeling, 
kan dette ske ad fotoelastisk vej. På det fotoelastiske spændingsbillede 
er de sorte linier, som bekendt, niveaukurver til fladen (p - q), hvor 
p og q er hovedspændingerne, og p er den absolut største. Udfra kend
skabet til størrelsen (p - q) i ethvert af forsøgslegemets punkter kan 
man derefter på forskellige måder regne sig frem til størrelsen af 

p og q. 
På side 254 i [7] findes et sådant fotoelastisk spændingsbillede af 

en simpelt und er støttet bj ælke (længde = 6 . h øjden) , belastet m ed en 
lodret enkeltkraH på mid len. Billedet om[aller det midterste parti af 
bj ælk en, altså området omkring enkeltk raften . 

Ved hjælp af den udarbejdede tabel over tillægsspændingerne vil vi 
beregne og konstruere det samine spændingsbillede, dels for at vise 
brugen af tabellen ved et beregningseksempel, og dels for at verificere 
tabelværdierne ved sammenligning af det konstruerede spændings

billede med det virkelige . 
Først beregnes de totale spændinger ax , ay og ixy i de tabellagte 

punkter: 

3M 
ax· = - - 'Yl + Llax 2 c2 ./ . 

ay = O +Llay 

M og T er snitkræfterne, og første led i de tre spændingsudh'yk el' 

de elementære spændinger. 
Derefter beregnes hovedspændingernes dilTerens (p - q) ved hjælp 

af den velkendte formel (p - q) = 1/( ax - ay)2 + 4 iXy2, og for hvert 
af de betragtede tværsnit optegnes (p - q)-kurven. Ved skæring af de 
optegnede kurver med de rette linier (p - q) = le, 2 le, 3 le . ..... , 
hvor størrelsen af le fremgår af det virkelige spændingsbilledes data, 
fås punkter af de søgte niveaukurver, som derefter kan indtegnes. 

Da en gengivelse af de her skitserede beregninger som helhed er 
uden interesse, skal vi nøjes m.ed at anføre dem for et enkelt punkts 

. (1 1) 
vedkommende, nemlig (~, 17) = - "2' - "4 . 

Hr. fig. 5 haves: 

11 
M= - Pc 

4 

1 
T = - P 

2 

15 
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Af tabel 1 får VI: 

p 
LlGx = 08- -

, 15 nc 

p 
LlGy = - 14,1 --

15 nc 

P 
2,4--

15 nc 
t1.v.s. 

( 
3·11·15·n ) P P 

Gx = - +0,8 -- = -47,8--
. 2·4·4 15 nc 15 nc 

p 
Gy = -14,1--

15 nc 

(
3'15'15'n ) P 

i - 24 --
xy - 2 . 4 . 16 +, 15 n c 

Heraf fås: 

p 
(p-q) = 1133,72 + 4'19,02 --

15 nc 

P 
190-

, 15 nc 

P 
50,8--. 

15 nc 

På fig. 6 er resultatet af sammenligningen mellem det konstruerede 
og det virkelige foto elastiske spændingsbillede gengivet. De ved bereg
ningen bestemte punkter af niveaukurverne er indcirklede. Det frem
går af figuren, at beliggenheden i kraftens angrebslinie af de såkaldte 
isotrope punkter, d. v. s. punkter hvor (p - q) = 0, er så godt som 
identisk i de to spændingsbilleder, og at overensstemmelsen i det hele 
taget er tilfredsstillende. 

16 

Fig. 6. Fotoelastisk spændingsbillede af 
bjælken på fig. 5 gengivet efter [7). Ind
tegnet det beregnede spændingsbillede. 

PllOloelastic stress pallem of beam shown 
in fig. {j according lo reference /7 J. The 

calculaled stress pallem is also shown. 



EKSEMPEL 2: 

VANDRET ENKELTKRAFT 

I NDE PÅ BJÆLKE 

lWNCENTREREDE 13ELASTN ING E H P Å BJÆLKER MED H E KTA N GUL Æ HT TV Æ RS NIT 

Som andet eksempel skal behandles en vandret enkeltkraft på en 
bjælke, indspændt i den ene ende og fri i den anden, se fig. 7 a . For
udsætninger, fremgangsmåde og ræsonnementer er som ovenfor i eks
empel 1 med de modifikationer, der naturligt fø lger af, at kraften nu 
er vandret. I det følgende vi l vi derfor indskrænke os til at gennemføre 
beregningerne uelen nævneværdige kommentarer. 

Flallwnts løsning, cl. v. s. spændingerne i bj ælken, når clenne be
tragtes som et stykk e af en halvuenelelig skive, se fig. 7 b, kan i dette 
tilfælde skrives: 

2P 2P 
aox = - -- sin3 ep = - sin3 ep eos ep 

nI' nc(1 + 17) 

2P 
aOy = - - sin ep cos2 ep 

nI' 

2P 
--- sin ep cos3 ep 

nc(1 + 17) 

2P 2P 
LO x y = - - sin2 ep eos ep = - sin 2 ep eos2 ep. 

nI' nc(1 + 17) 

Jfr. fig. 7e h ar vi derefte r til b es tem melsen a f spændi ngerne aI x , 

aly og Ll x y : 

p 1 P 
No = P - -

2 

p 

2 
To = 

n 
Mo = -- Pc 

2 

LO = O 
p 

au = - sin e cos3 e 
nc 

P 
LU = - sin2 e eos2 e. 

nc 

Jfr. eksempel 1 haves desuden: 

de 1 
- = - eos2 e cl. v. s. 
d~ 2 

dLu P cm;2 () 
- (2 sin e cos3 e - 2 sin3 e cos e) - ,-
nc :2 

P 
= - sin e eos3 e (1 - 2 sin2 e). 

nc 

(6) giver nu: 

N = _ C
B 

2 P sin2 (xc/(x + ~ = ~ (~ _ e + s in e eos e) 
Jo n 2 n 2 

T = _ \B 2 P sin IX cos (XC/(X + ~ = ~ cos2 e . 
• \ n n n 

Som i eksempel 1 kan momentet 111, cla r esultanten af au og L 'lt i 
ethvert punkt er rettet mod enkeltkraftens angrebspunkt, umiddelbart 

opskrives uden ny integration: 

pc( n) 111 = 2 tg e . c· T - C' N = --;; sin e cos e - 2: + e . 

17 
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a) 

b) 

e) 

II 

Statisk ækvivalent med: 

E.
I' P 
7l _ 

:! 

~ 7:U =~sin20cos20 
nc 

p 
au = -sinO cos30 

nc 

a ox , a oy og 7:oxy 

Fig. 7. Vandret enkeltkraft inde på bjælke. H ari zontal point load on beam. 

Formlerne (9), (10) og (11) giver derefter: 

al x = -~ r ~ - e + sin e cos e + 3 (Sin e cos e - ~ + e) 1}1 
2 nc l2 2 

p 
7:1.?;y = -- cos2 e (3 - sin2 e + 2 sin2 e'1) - 3 cos2 e'1}2) 

4 nc 

aly = ~ sin e cos3 e [(1 + 2 cos2 e) + 2 (1 + cos2 e) 1} 
4 nc 

- (- 1 + 2 cos2 e) 1}2 - 2 cos2 e '1]3 J . 



EKSEMPEL 3: 

ENKELTKRAFT VINKELRET 

PÅ BJÆLKES ENDEFLADE 

IWNCENTREREDE BELASTNINGER PÅ BJÆLKER MED REKTANGULÆRT TVÆRSNIT 

I tabel 2 er for de samme punkter i bjælken, som tabel 1 omfatter, 
opført spændingerne aox etc. (mærket O), aIx etc. (mærket 1) og 
Llax = aox + aIx etc. (mærket LI). Også her er spændingerne kun op
ført for positive værdier af ~, men tabellen gælder uforandret for 
negative værdier af ~, når der blot skiftes fortegn på samtlige ax- og 
ay-værdier. 

Også for en vilkårligt rettet enkeltkraft er det nu en simpel sag at 
finde tillægsspændingerne. Kraften opløses blot i en lodret og vandret 
komposant, hvorefter de søgte tillægsspændinger fås som summen af 
komposanternes tillægsspændinger, der umiddelbart kan aflæses i de 
udarbejdede tabeller. 

:I: 

Som tredie eksempel skal endelig behandles en enkeltkraft vinkelret 
på bjælkens endeflade, se fig. 8 a. 

Som ovenfor bemærket, kan man også i dette tilfælde gå frem på 
den måde, at man til Flamants løsning (aox, aOy og TOXY), se fig. 8b, 
adderer de spændinger (aIX, aIy og TIXY)' man ved hjælp af de oven
for udviklede tilllærmelsesforl1l1er finder i hjælken, når denne langs 
over- og underside påføres en belastning lig med, men modsat rettet 
spændingerne i de tilsvarende snit i den halvuendelige skive, se fig. 8 e. 

Da beregningerne er fuldstændig analoge med de i eksen'lplerne 1 
og 2 gennemførte, blot med den forskel at ao og To nu er forskellige 
fra 0, skal vi her indskrænke os til at referere resultatet af vore bereg-

ninger, når 
se fig. 8. 

1 
kraften angriber i fjerdedelspunktet, d. v. s. for a = c, 

2 

For dette specielle tilfælde har vi på samme måde som i eksempel 
1 beregnet og konstrueret spændingsbilledet, og på fig. 9 er dette gen
givet sammen med det virkelige fotoelastiske spændingsbillede, der er 
optaget på Laboratoriet fol' Bygningsteknik. 

Overensstemmelsen mellem de to billeder, d. v. s. overensstemmelsen 
mellem den beregnede og den virkelige hovedspændingsdifferens 
(p - q), synes tilfredsstillende. Tilbage står spørgsmålet, hvorledes det 
forholder sig med summen af hovedspændingerne. 

Tilnærmelsesløsningens (p + q)-værdier fås umiddelbart ved hjælp 
af den velkendte formel (p + q) = (ax + ay). De »virkelige« (p q)
værdier bestemmes udfra det fotoelastiske spændingsbillede på føl
gende måde: Billedet giver os størrelsen (p - q) i ethvert punkt af 
forsøgsskiven, d. v. s. også på randene. Her er imidlertid 'den ene af 
hovedspændingerne lig med 0, således at lp + q I = (p q), idet p er 
den absolut største af hovedspændingerne. Vi kender altså summen af 
hovedspændingerne på randene og ved desuden, at denne i ethvert 

punkt skal tilfredsstille (5): 

Denne ligning med kendte randværdier kan løses ved en iterations
metode, f. eks. relaksation, der er anvendt her (angående relaksation 
kan henvises til [8]). Resultatet er gengivet i fig. 10, hvor tallene i 
parentes er tilnærmelsesløsningens (p + q)-værdier, og de andre er 
de på grundlag af fotografiet ved relaksation opnåede værdier. 

19 
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a 

~ u 
:l: r- u 

I .I 

b) 

p 
a ox • aoy og Toxy 

e) 

Statisk æl<vivalent med: 

Fig. 8. E nkellkraft vinkelret på bjælkens endefJade. 

Point load pe/'pendicular Io end of beam. 

At d e beregnede spændinger ikke stemmer helt overens med de 
virkelige, var naturligvis at vente, da den anvendte beregningsmetocle 
er tilnærmet, men at overensstemmelsen for størrelsen (p + q)'s ved
kommende er knap så god som for størrelsen (p - q), kan muligvis 
også skyldes, at bestcmmclsen af de »vil'kelige« (p + q)-værdier ude
lukkende er baseret på fotografiets randværdier, som for det første 
ikke er så veldcfinerede og fol' det andet kan tænkes lidt forvanskede 
af forsogstekniske ranclforstyrrclscl'. 

For dette belastningstilfælde er ikke udarbejdet talJeIler, da dette, 
som ovenfor bemærket, allCl'ede er gjort af Gllyon, og ovenstående 
beregning, når kraftcn angriber i fjerded elspunktet, blev kun gennem
ført for at verificere tilnærmelsesløsningen. 
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),ONCENTHERED E BELASTNINGEH P Å BJ Æ LKEH MED HEKTANGULÆRT TV Æ HSNIT 

Fig. 9. Fotoelastisk spændingsbillede af 
bjælken på fig. 8 m ed ekscentriciteten 

1 
o = 2: c. Indtegnet det beregnede spæn-

dingsbillede. 

P/lOloelaslic slress pal/em af beam shawn 

in [ig. 8. Eccenlric ily a af load equal Io 

0.5 c. The ca lcu la led slress pal/em is olso 

shown. 

1.5 . 0.5 O.S 

F ig. 10. Summen af hovedspændingerne i bjælken på fig. 8. Tal

lene i parentes er beregnede ved at addere spændingerne (9) , (10) 
og (11) til spændingerne efter Flamants formel (20) . De andre er 

bestemt på grundlag af fotografiet på fig . 9. Faktor: - p- - . 
150 nc 

The [igures indicaie llle sums af Ihe principal siresses for LIw bewn 

sllown in [ig. 8. Figures in brackels are ca lClllaled by adding llle siresses 

(9), (10) ond (11) Io lIw sires s es accord ing lo Flamanl's formula (20). 

Tlle olller [igures are based llpon llw pllOlograph s/lOwn in [ig. 9. 
P 

M lllliplier: ---o 
150nc 

1.5 2.5 3.5 

o 12 37 95 

cOl ,Ol 'O) ,Ol 

12 9 O · 16 

(1'2) 120) (43) ( 51) 

40 II -28 -83 

(51) ('}4) ( -181 1·67) 

118 J2 - 46 -1'17 

(116) (411 (-49) c- 153) 

11 6 33 - 52 

1132> (44) (-551 

118 JI -56 

4.5 5.5 

146 146 

'O) fOl 

·65 - 294 

(-II) ,·328) 

- 17 3 - J22 

( - '207 ) I ' J94) 

-116 -311 

1·2681 1-372) 

-22& 
(-253) 

- 2JI 

6.5 

p 

62 
IO) 

- 916 - 305 

I-J'5I 

- 506 - 379 

I' 524) (-'. 16) 

- 402 - 477 

(-445) (-474 ) 

-405 

1-423) 

-409 

-

o 
Ol I 

I -7'2) 

2&3 
·254) I 

I 

·569 
' 5301 I 

- 569 

If.. ' _IJ_2) ____ 1_37_1 _____ ' _56_1 __ --"'I. ;~<'__ ___ '_2_.,_1 _________ fll~.,-6-) --'0"".5"=c'__--1I
I
- 5571 
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Skema 1: Koefficientskema for de funktioner, der indgår i formlerne (1 
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Skema 1: Koefficientskema for de funktioner, der indgår i formlerne (1 (14) og (15). 
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o 
1 

1)=-lI
Ll 

S 

Gx I 

30.0 

29.0 

~ = O 

Gy I 'xy 

0.0 0.0 

Tabel 1 : Tillægsspændingerne for lodret enkeltkraft på bjælk e. 
p 

F aktor 15]t c 

1 
~ = "8 

Gx I Gy I 'xy 

0.0 
25.8 
25.S 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0 .0 

1 
~ = 4 

Gx I Gy I 'xy 

0.0 
22.1 
22.1 

21.1 

0.0 
0.0 
0 .0 

0.0 
0.0 
0.0 

3 
~ = 8 

Gx I Gy I 'xy 

0.0 
18.9 
lS.9 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 

0 .0 

1 
~ :2 

Gx I Gy I ' xy 

0.0 
16.0 
16.0 

14.7 

0.0 

0.0 
0.0 

0.0 
0.0 

0 .0 

Gx 

0.0 
11.4 
11.4 

10.1 

3 
~ 4 

I Gy 

0.0 
0.0 

0.0 

'xy 

0.0 
0.0 
0.0 

1 

Gx I Gy I 'xy 

0.0 
8.1 
S.l 

7.5 

0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 

0.0 
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0.0 1-240.0 
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4.1 23.5 0.3 1 3.7 20.2 0.2 3.3 17.4 0.2 2.9 1 14.9 0.1 2.5

1 

10.8 
4 .1 - 36.5 - 59.7 - 56.3 - lS.2 - 9.4 - 15.9 - 4.2 - 2.2 - 4.3 1.6 - 0 .7 - O.S 4.5 
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-0.1 
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1.8 7.8 0.1 1.4 
0.7 4.4 0 .0 1.0 
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24.4 -119.2 

0.0 1-19.21- 76.81- 38.41- 30.0 1- 30.0 1- 30.0 1- 25.61- 11 .4 1-
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.
0 

1-
19

.
2
1- 4.81 -· 9.61-

10
.
8

1 - 1.
2
1-3.61- 6.61- 0.41 - 1.7 
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Tabel 2: Tillægsspændingerne for vandret enkeltkraft på bjælke. 
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BENT HØJLUND HASMUSSEN OG ({AI NOM~IESEN 

W ith reference to the beam (Ol' strip of slab) shown in Fig. 1 the author arrives at 

formulae (9), (10), and (11) from which readily is obtained a set of stresses u , x' Ll.t·!! ' 

and u'!I satisfying the equations of equilibrity in all points of the beam and, fm y = ± c, 
the edge conditions. The edge conditions for x = O are also satisfied provided absence 

of loading on the section x = O. Further, a set of corrective values u2 .·, L2 .·!!' and u2 !! 

are introduced which without influencing the equations of equilibrity and edge conditions 

aIready satisfied result in the geometrical condition 

being satisfied for subsequently high er derivatives of the external loading on the beam. 
U2 X etc. may be determined by means of formulae (13), (14), and (15), the functions 

l i ('I]) and gi (17) involved being determined by means of the difYerential equations (17) 
and (18) Ol' (17 a) and (18 a) with edge conditions (16). 

In Scheme 1, pag. 22, li and gi are listed together with the derivatives up to li and 

gi for i = O, 2, 4, and 6. 
Thus the computation of stresses is fairly simple if the external loading on the beam 

ean be expressed Ol' approximated by polynomials in x. 
The application of the method in cases of concentrated loads is discussed and illustrated 

by numerical examples. 
It is seen that for the type of loading m entioned the improvement of the simple solution 

0', x etc. by the corrective values u2,r. etc. is not feasible and , incidentall y , that such im
p rovem en t would not be of grea t p racticaI consequence as in th e case considered t he 

simple solution appears to give sufficiently accurate results. 
\\7ith reference to a verticaI and a horizontal concentrated force acting on the beam 

Tables 1 and 2 respectively give thc additional stresses Lfux etc. i. e. the additions to the 
elementary beam stresses which together with the latter result in the particular distribu

tion of stresses immediately around the concentrated force. 
The tables are based upon the expressions of stresses formulated in the numerical 

cxamples and in Example 1 the use of them is shown. 
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